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Resumen. En este articulo haremos una introduccién a la teoria geométrica
de grupos. Veremos como a partir de una presentacion finita de un grupo, se
puede dotar a dicho grupo de una estructura de espacio métrico; se discute la
accion del grupo sobre dicho espacio y se estudian propiedades geométricas
que se preservan bajo cuasi isometria.
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Introduction to geometric group theory

Abstract. In this article we will give an introduction to geometric group
theory. We will see how from a finite presentation of a group, we can give
this group a metric space structure. We discuss the action of the group
on this space and we study geometric properties preserved under quasi-
isometry.

Keywords: group action, Cayley graphs, quasi-isometries, quasi-isometric
embeddings.

1. Introduccién

La teorfa geométrica de grupos permite estudiar grupos finitamente generados,
explorando la conexién entre propiedades algebraicas y propiedades geométricas
de los espacios sobre los cuales estos grupos acttian. Para el estudio de estos grupos
se les asocia un grafo de Cayley, el cual se puede dotar con estructura de espacio
métrico, usando la métrica de la palabra.
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16 O. SALAZAR-DiAzZ & G. VERGARA-RIiOS

A mediados del siglo XX, M. Dhen, J. Nielsen, K. Reidemeister y O. Schreier,
J.H.S. Whitehead y E.R. van Kampen entre otros, introdujeron algunas ideas
geométricas y topologicas para el estudio de grupos discretos. Mas tarde, en los
anos ochenta M. Gromov hizo otros aportes que le dieron resurgimiento a estas
ideas y surgi6 la Teoria Geométrica como area de estudio.

En este articulo pretendemos presentar una introduccion a esta teoria. Nuestra
discusién se centra en construir, a partir de un grupo finitamente presentado
(para presentaciones de grupos ver [5]), su grafo de Cayley y, visto este como
espacio topolégico, estudiar propiedades que pueden ser traducidas en propiedades
algebraicas del grupo. También discutiremos el concepto de cuasi isometria, el cual
permite relacionar grafos de Cayley asociados a diferentes presentaciones de un
mismo grupo.

Describimos entonces conceptos bésicos de la teoria, algunas construcciones y
resultados que reflejan la importancia de estas relaciones algebraico-geométricas
vy hacemos algunas pruebas que no se encuentran en la literatura.

2. Preliminares

2.1. Nociones basicas de topologia

Iniciamos esta seccion presentando algunas definiciones y resultados de topologia,
necesarios para el estudio de espacios métricos que encontraremos a lo largo de
este articulo. Estos conceptos pueden revisarse también en [4] y [6].

Definicién 2.1.

» Sea (X, d) un espacio métrico. La longitud ¢(c) de una curva ¢ : [a,b] = X

es
n—1

lc) = sup Z d(c(ti), c(ti1))
a=to<t1<--<tp=b i=0
donde el supremo se toma sobre todas las posibles particiones con a = ty <
t;1 < --- <t, =b. La longitud £(c) o bien es un nimero no negativo o es
infinita. Si ¢(c) es finita, diremos que la curva c es rectificable.

» Un espacio métrico (X, d) se denomina espacio de longitud si la distancia
entre cada par de puntos x,y € X es igual al infimo de las longitudes de las
curvas rectificables uniendo a x con y.

» Sea (X, d) un espacio métrico. X se denomina espacio propio si toda bola
cerrada de radio finito es compacta.

[Revista Integracién



Introduccion a la teoria geométrica de grupos 17

s Sea (X, d) un espacio métrico. Una geodésica que uneaz € X yay € X
es una funcion ¢ : [0,d(z,y)] — X, tal que ¢(0) = z, c(d(z,y)) =y ¥y
d(c(t),c(t")) = |t — t'| para todo ¢,t' € [0,d(z,y)]. El espacio métrico (X, d)
se dice geodésico si cada par de puntos en X puede ser unido mediante
una geodésica.

s Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos. A X X Y, se le puede dotar de

una métrica definiendo la distancia para cada par de puntos z = (z,y),

2= (2',y") € X xY, de varias maneras; una de ellas es: dxxy(z,2') =

dX (Z’, .Z',) + dY (ya y/)

La prueba del siguiente teorema puede ser consultada en [1, p. 35].

Teorema 2.2 (Teorema de Hopf-Rinow). Sea X un espacio de longitud. Si X es
completo y localmente compacto, entonces X es un espacio geodésico propio.
2.2. Accion de grupos

Recordamos la definicion de la accion de un grupo en un espacio topologico y
probamos resultados de gran utilidad en la siguiente seccion.

Definicion 2.3. Una accion de un grupo G sobre un espacio topolégico X es un
homomorfismo ¢ : G — Homeo(X), donde Homeo(X) es el grupo de homeomor-
fismos de X.

Observaciones:

» Usaremos ¢ - x para denotar la imagen de x € X bajo ¢4; es decir,
¢ : G — Homeo(X) definida para todo g € G por ¢4, donde ¢ : X — X
esta definida para todo € X por ¢4(x) = g-x. Asi, una accién de un grupo
G en un espacio topologico X es una funcion h : G x X — X, definida para
todo (g,z) € G x X por h(g,x) =g - .

= Para cualquier subconjunto ¥ C X, g-Y = ¢,4(Y).
» Escribiremos G - Y para denotar (Jycq g Y.

Definicién 2.4. Sea G un grupo actuando en un espacio métrico X.

= Diremos que G acttia en X por isometrias si

Im¢ C Isom(X) C Homeo(X).
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18 O. SALAZAR-DiAzZ & G. VERGARA-RIiOS

= (G actiia cocompactamente en X si existe K C X compacto tal que
G-K=X.

= La accién de G en X se dice propia si para cada © € X existe r > 0 tal que
{g €EG ‘ g‘B(.’L’,’I’)ﬂB(I,T) #@}
es finito.

Lema 2.5. Si la accion de G en X es propia, entonces para cada subconjunto
compacto K C X existe una vecindad abierta U tal que {g € G | g-UNU # (}
es finito.

Demostracion. Sea K C X compacto. Como para todo z € K, z € X, y la accién
de G en X es propia, existe 7, > 0 tal que {g € G | g- B(x,7,) N B(x,7,) # 0}
es finito. Es claro que K C |, cx B, 7), y como K es compacto, existen
x1,x9,- -+ , &, € K tales que K C |J;_ B(z;, ), conz; € Ky

S()={9€G|g-Blxir;) N B(x;,r;) #0} es finito.

Sea,
n

U=JB(=:.%);

i=1
entonces U es una vecindad abierta de K. Afirmamos que {g € G| g-UNU # 0}
es finito, pues si existiesen infinitos g, € G (distintos) tales que g, - U N U # 0,

entonces
n n
(gn'UB(l"z‘,Cf)> N{UB (%) #0
i=1 j=1

para infinitos g, € G, de donde se sigue que

(Ugn xui) UBZWZ #@
i=1

para infinitos g, € G, es decir,

HC:

O "B (zi,F) N B (25, 7)) #0

para infinitos g, € G. Luego existen 4,41 € {1,--- ,n} tales que
gn B (xiov T) nB (‘rll’ %) # 0

[Revista Integracién



Introduccion a la teoria geométrica de grupos 19

para infinitos g, € G, lo que a su vez implica que B (33107 %) g, 1B (acl17 %) £
para infinitos g, € G. Sin pérdida de generalidad, supongamos que r;, > r;;;

entonces g, ! - B (:v“, =) C B (i), 7i,). Ademés, si gn, € G es tal que
9m B (x’im %) N B (x’ha %) 7& ®7

entonces

9 gm - B (wig, ) N gy - B (wiy, 1) # 0
(esto pues g, - B (.’L‘Z‘m %) nB (961'17 “Tl) # () implica que
Gt Lo+ B (2 ") N B (210, "2)] 0,
es decir,
gt (9 - B (w0, ") 0 B (@i, )] = 00 g B (w0, ") N B (. 1) #0));
asi, existen infinitos g, gm € G tales que
(90 9m) - B (zig, “2) N gyt B (w4, L) # 0,
y de aqui que existen infinitos g, 'g,, € G tales que
(9 gm) - B (@i, 4) N B35, 7i0) # 0,
lo que a su vez implica que existen infinitos g;, 'g,, € G tales que
(9n " gm) - B(®i, Tig) N B(wig, 7ig) # 0;
es decir,
S(io) ={9 € G | g~ B(ig,io) N B(ig, 7io) # 0}
es infinito, lo cual contradice el hecho de que
S(io) ={9 € G | g~ B(ig,io) N B(iq, Tio) # 0}

es finito. En consecuencia, {g € G| g- U NU # (J} es finito. v

Lema 2.6. Sea X wun espacio de longitud. Si existe un grupo actuando propia,
cocompactamente y por isometrias en X, entonces X es completo y localmente
compacto; ast, por el Teorema de Hopf-Rinow, X es un espacio geodésico propio.
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20 O. SALAZAR-DiAzZ & G. VERGARA-RIiOS

Demostracion. Sea G un grupo actuando propia y cocompactamente por
isometrias en X. Entonces existe K C X compacto tal que G - K = X, es decir,
X=U yec 9 K. Como la accion es propia, por el lema anterior existe U vecindad
abierta de K tal que {g € G | g-UNU # 0} es finito.

Sea z € X; entonces x € K 6 © € X \ K. Haremos el analisis solo para el
caso x € K, pues six € X \ K, como X = UgeGg-K7 existe gg € G tal que
x € go- K = ¢gy(K), €l cual es compacto, pues ¢y, es un homeomorfismo.

Si z € K, sear > 0 tal que B(z,7) C U. Consideremos la bola B(z, §); clara-
mente B(z, 5) C U. Afirmamos que B(z, ) es compacta. En efecto, dada (2, )nen
sucesion en B(x, ), como para todon € N, z, € X = UgeG g - K, entonces para
cada n € N, existen (g,) C Gy (k,) C K tales que z,, = gy, - k. Notese que para
todo m, T, € gn-UNU, por lo que g,,-UNU # @; pero como {g € G | g-UNU # 0}
es finito, entonces {g, | n € N} = {g1,92,--- , gr}. Luego existen g € {g,, | n € N}
¥ (n;)jen subsucesion de () tales que x,, = g - ky;. Consideremos la sucesién
(kn;)jen; entonces (kp;)jen es una sucesion en K, y como K es compacto, existe
(kle)lEN subsucesion de (ky;)jen v existe kg € K tal que k"u — ko(l — o0);
luego g - kn;, — g+ ko. Asi, {g- k”n} converge a g - ko. Entonces (xn].l) es una sub-
sucesion de (z,,) convergente a g - ko € B(z,5). Por tanto B(z,5) es compacta.
En consecuencia, X es localmente compacto.

Probemos ahora que X es completo. En efecto, sea (x,) una sucesion de Cauchy
en X.

Como X = Ugegg - K, entonces para cada n € N, x,, = gy, - kp, con (k,) C K y
(9n) € G. Como (k,) C K y K es compacto, existe (ky,)jen subsucesion de (k)
y existe ko € K tales que k,; — ko (j — o0). Como ko € X y la acciéon de G
en X es propia, existe ro > 0 tal que {g € G| ¢ - B(ko,r0) N B(ko,70) # 0} es
finito. De otra parte, como k,; — ko, existe N1 € N tal que para todo j > Ny,
d(kn;,ko) < 7. Como (x,) es de Cauchy, existe No € N tal que para todo
m,n > Na, d(xy, ) < . Sea N := max{N1, No}. Entonces, para todoi,j > N,

d(gﬁjlgni - ko, ko) = d(gn, - ko, gn; - ko)
< d(gn; - kos gn, - kn;) + d(gn; - Engs Gn,; - knj) + d(gnj Ko Gn; - ko)
= d(ko, kn,) + d(2n,, Tn,;) + d(kn,, ko)
rg ro o TQ
3

<
3 3

= T0.
Por tanto, para todo 7,5 > N, g;jlgni - ko € B(ko,r0), y como

n) Gni - ko € (9, gn.) - B(ko, 7o),

[Revista Integracién



Introduccién a la teoria geométrica de grupos 21

entonces para todo 7,5 > N,
Gn; n: - ko € B(ko,70) N (9, gn,) - B(ko,70);
es decir, para todo 4,5 > N,
B(ko,r0) N (95, gn,) - B(ko, o) # 0;
pero como {g € G| g- B(ko,ro) N B(ko,r0) # 0} es finito, entonces
{9 0n: | 1,5 > NY = {g1, 92, , 01}

luego existe ¢; € {g1,92, - ,gr} y existe (xnjl) subsucesion de (x,) tales que
T, = G- k”jl' Consideremos la sucesiéon (k”jl ); entonces (k"jz) es una subsucesion
de (kn;), y como ky,; — ko, entonces k"]‘z — kg. Luego, g; - k:njl — gt ko € X;
es decir, Tp; = Gt~ ko € X. Por tanto, ($njl) es una subsucesion convergente de
(). En consecuencia, X es completo. t4

Lema 2.7. Sea G un grupo actuando propiamente y por isometrias en un espacio
métrico X. Entonces para todo g € G y todo subconjunto abierto U C X, g-U es
abierto en X.

Demostracion. Sea z € g.U; entonces z = g-u con u € U. Como u € U y U es
abierto en X, existe r > 0 tal que B(u,r) C U. Afirmamos que B(z,7) C g-U.
En efecto, dado y € B(z,r), d(y,z) < r, es decir d(y,g - u) < r, por lo que
d(g~'-y,u) <, porlocual g~!-y € B(u,r) C U, de donde se sigue que y € g-U.
Por tanto B(z,r) C g - U; en consecuencia, g - U es abierto en X. v

Corolario 2.8. Sean G y X como en el lema anterior; entonces para todo g € G,
g B(z,r) es abierto en X.

3. Grafos y 2-complejos asociados a presentaciones de grupos

En esta seccién construiremos una presentaciéon para un grupo arbitrario G ac-
tuando por homeomorfismos sobre un espacio topologico simplemente conexo X.
Ademss, si X es un espacio de longitud simplemente conexo y G actta propia, co-
compactamente y por isometrias en X, entonces la construcciéon que describiremos
dara una presentacion finita para G.

Vol. 29, No. 1, 2011]
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3.3. Grafos combinatorios y 2-complejos

Definicién 3.1.

» Un grafo combinatorio I" consiste de un par (v, €), donde v es el conjunto de

vértices y € es el conjunto de aristas, y un par de funciones 9y, d; : € — v,
llamadas puntos finales. Supondremos que v = Jy(€) U 9 (e).

44 b2

Asociaremos a I' el conjunto X, donde X := (e x [0,1])/ ~y “~" es la
relacion de equivalencia generada por (e,i) ~ (&,1), si 0;(e) = 0;(é), con
e,é €eyiie {0,1}. Sea p : € x [0,1] — X la funcion cociente tal que
v = p(e x {0,1}). Para cada e € ¢, sea f. : [0,1] — X, definida para todo
t € [0,1] por fe(t) = p(e,t). Si fe(0) = fe(1), diremos que la arista e es un
lazo (loop).

Un camino lineal por tramos es una funcién ¢ : [0,1] — X para la
cual existe una particion 0 =tg <t; <...<t, =1 tal que para cada
i €{0,...,n =1}, ¢ it 1i,1)= fe; 0 ciy donde e; € € y ¢; : [ti, tiya] — [0,1] es
una funcion afin. Diremos que ¢ une a z con y si ¢(0) =z y ¢(1) = y. La
longitud de ¢, denotada (), estd definida por I(c) = 317 I(¢;), donde

le) = Mes) lei(ts) — civr(tivn)]  y A:e— (0,00)

es una funcién que asocia una longitud A(e) a cada arista e.

» Definimos una seudo métrica d : X x X — [0, 00| ast:

d(z,y) =if{l(c) | ¢:[0,1] = X

es un camino lineal por tramos que une a x y y}.

(X,d) sera llamado un grafo métrico.

Definicién 3.2. El grafo de Cayley C4(G) de un grupo G con respecto a un
conjunto de generadores A, es el grafo métrico cuyos vértices estdn en corres-

pondencia 1-1 con los elementos de G, y el cual tiene una arista (marcada a)

de longitud 1 uniendo g a ga para cada ¢ € G y cada a € A. Aqui, v = G,
ec={(g.0) | g€ G, aec A}, &ga) =g, 0i(g,a) =gay A:e— (0,+00) es la
funcién constante 1.

Las aristas dirigidas en C4(G) estan marcadas por los generadores y sus inversos;
por tanto, existe una correspondencia 1-1 entre las palabras en F(A) y los caminos

de aristas saliendo desde cada vértice de C4(G). Un camino es un lazo si y sélo

si la palabra marcando a este camino es la identidad en G. La accién de G en
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Introduccion a la teoria geométrica de grupos 23

s mismo por multiplicacién a izquierda extiende a una accién libre sobre C4(G),
a saber: la accién de gg envia la arista marcada a e iniciando en g a la arista
marcada a e iniciando en el vértice gpg.

Definicion 3.3. Un 2-complejo consiste de un espacio K y una coleccion
{X2, X!, X%} de subespacios de K, donde K = X% K # X', K # X,y
tales que:

i) XY es discreto;

i1) K = X? es obtenido de X' pegando 2-celdas;

1) K= Ui:o X"

(A%

)
)
)
) K tiene la topologia débil respecto a {X2, X!, XV}

Cualquier CW complejo 2-dimensional K puede ser dotado de una estructura por
piezas, metrizando el 1-esqueleto de K de modo que este pueda ser visto como un
grafo métrico con aristas de longitud 1 y tal que cada e, sea un poligono regular
con lados de longitud 1, donde e, es una 2-celda asociada a K. Para una mayor
referencia de esta construccion ver [1, p. 154].

3.4. 2-Complejos asociados a presentaciones de grupos

Dados cualquier grupo G, una presentacion de G, (A | R) y Ca(G) su corres-
pondiente grafo de Cayley, podemos asociar a esta presentaciéon un 2-complejo
K := K(A; R). K tiene un vértice, correspondiente a la palabra vacia en F(A) y
este tiene una arista ¢, (orientada y marcada a) por cada generador a € A; los
elementos en el 1-esqueleto de K estan en correspondencia 1-1 con las palabras
en F(A), a saber: la letra a~!
opuesta a su orientacion, y la palabra w = ay ... a, corresponde al camino que es
la yuxtaposiciéon de las aristas dirigidas a1, ao, ..., a,; en este caso decimos que
w marca este camino.

corresponde a atravesar la arista €, en direccion

Las 2-celdas e, de K son indizadas por las relaciones r € R, por lo cual de ahora
en adelante escribiremos e, en lugar de eo. Si 7 = aqas...ay,, entonces e, esta
pegada a lo largo del lazo marcado aqas ... ay.

Lema 3.4. Sea G un grupo con conjunto generador A y sea R un subconjunto del
nicleo de la funcion natural F(A) — G. Consideremos el 2-complejo que obtene-
mos pegando 2-celdas a todas las aristas lazos en el grafo de Cayley Ca(G) que
son marcadas por las palabras reducidas r € R. Este 2-complejo es simplemente
conezo si y sélo si R = Ker(F(A) — G).

Vol. 29, No. 1, 2011]
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Demostracion. Ver [1, p. 135]. t4

Teorema 3.5. Sean X wun espacio topoldgico, G un grupo actuando en X por
homeomorfismos y U C X un abierto tal que X =G - U.

i) Si X es conezo, entonces el conjunto S ={g € G|g-UNU # (0} genera a
G.

1) Sea Ag un conjunto de simbolos as indizados por S. Si tanto X como U son
conexos por caminos y X es simplemente conexo, entonces G = (Ag | R),
donde

R= {czslasZa;S1 [s;€8; UN(s1-U)N(s3-U)#0D; s189 = s3 en G}.

Demostracion. Ver [1, p. 135]. v

Corolario 3.6. Un grupo G es finitamente presentado si y sdlo si actia propia,
cocompactamente y por isometrias en un espacio geodésico simplemente conexo.

Demostracion. =) Supongamos que G tiene la presentacion finita (A | R). Con-
sideremos el grafo de Cayley C4(G) de G y sea K := K(A; R) el 2-complejo com-
binatorio obtenido pegando 2-celdas en todas las aristas lazos de C4(G) marcadas
por las palabras reducidas r € R. Por el Lema 3.4, este 2-complejo es simplemente
conexo. Seguidamente metricemos a este 2-complejo simplemente conexo, como
un 2-complejo euclideo por piezas, digamos K , en el cual todas las aristas tengan
longitud 1 y todas las 2-celdas sean poligonos regulares (ver [1, p. 153]) de lados
de longitud 1.

Ahora, la accion de G sobre C4(G) la podemos extender a una accion de G por
isometrias sobre K. Ademas, como este 2-complejo es euclideo por piezas y conexo,
entonces dados dos puntos cualesquiera, existe un segmento geodésico uniendo
dichos puntos. Como G es finitamente presentado, K es un espacio de longitud,
pues dados dos puntos cualesquiera gi,ge en K , existe un camino de longitud
minima uniendo g; con g, y dicha longitud es la distancia entre los puntos g; y
g2

Afirmamos que la accién de G sobre K es propia. En efecto, sea gy cualquier
vértice de K. Como G tiene presentacion finita, existe un nimero finito de aristas
de longitud 1 que comienzan en gyp. Tomando r = 2, tenemos que

{9€G|g-B(g0,2) N B(go,2) # 0}

es finito (esto pues G tiene la presentacion finita (A4 | R)).

[Revista Integracion



Introduccion a la teoria geométrica de grupos 25

Como gg fue tomado arbitrariamente, concluimos que para cualquier vértice
go € K, existe r > 0 tal que {g € G | g B(go,7) N B(go,7) # 0} es finito.
Por tanto la accién de G sobre K es propia.

De otro lado, dado un vértice cualquiera g de K , sabemos que existe un niimero
finito de aristas de longitud 1 que inciden en g, digamos a, as, - - , a,. Considere-
mos la bola E(g7 1); entonces E(g, 1) es un subconjunto compacto de K y contiene
todos los puntos finales de aq, a9, - ,a,. Seguidamente consideremos cada uno
de los poligonos aristas teniendo vértice inicial y final el punto final de cada arista
ai, y sea C:= B(g,1) UJI_, P;, donde los P; son los poligonos descritos arriba.
Entonces C es compacto, y es claro que G - C = K. Por tanto, G actiia propia,
cocompactamente y por isometrias sobre el espacio geodésico simplemente conexo

K.

<) Sea G un grupo actuando propia, cocompactamente y por isometrias sobre un
espacio geodésico simplemente conexo X. Como G acttia en X cocompactamente,
existe C C X compacto tal que G- C = X. Sean 29 € X y R > 0 tales que
C C B(zg,R); sea U = B(xg, R); entonces U es un subconjunto abierto de X.
Afirmamos que X = G - U. En efecto, seay € G-C = UgeGg - C'. Entonces
JgeG:yeg-C,es decir,

dJgeG:y=g-c con c€C C B(xp,R), o0 sea
JgeG:y=g-c con ¢€ B(xg,R) =U, de donde
JgeG:yeg-U, yporlo tanto

Yy E Ug-U:G-U.
geG

Tenemos asi que X =G-C CG-U C X, y por tanto X =G - U.

Como X es un espacio simplemente conexo y geodésico, entonces X es un es-
pacio de longitud; ademas, como G actta en X propia, cocompactamente y por
isometrias, por el Lema 2.6, X es completo y localmente compacto, y por el Teo-
rema 2.2, cada subconjunto cerrado y acotado de X es compacto, es decir, X
es propio. Como G actiia propiamente en X y zy € X, entonces el subconjunto
{g € G| g-B(xg, R) N B(xp, R) # 0} de G es finito; luego, por el Teorema 3.5(%),
el conjunto de generadores de G, S ={g € G| g-UNU # 0} es finito; y por el
Teorema 3.5(i7) se tiene que G = (Ag | R), donde Ag es un conjunto de simbolos
indizados por S (y por tanto finito) y

R:{aslaszas}”sies; UNsy-UNss-U#0; s189 = s3 en G}

(por tanto finito). En consecuencia, G es finitamente presentado. 4
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4. Cuasi isometrias

Dada una presentacion finita de un grupo GG, sabemos que hay un grafo de Cayley
asociado, al cual podemos dotar de estructura de espacio métrico. Si el grupo G
es definido por otra presentacion, se tiene otro espacio métrico. El concepto de
cuasi isometria define la relacion entre dichos espacios. Tal concepto es el objeto
de esta seccion.

Definicién 4.1. Sean (X7,d;1) y (X3, ds) espacios métricos. Se dice de una funcion
(no necesariamente continua) f : X; — X3 que es un (), ¢) embebimiento cuasi
isomeétrico si existen constantes A > 1 y € > 0 tales que para todo z,y € X,

Lhy) — 2 < (@), S9) < A(,y) + =

Ademas, si existe una constante C' > 0 con la propiedad de que para todo z2 € Xo
existe ¢1 € X7 tal que do(f(z1),22) < C, f se dice una (A, €) cuasi isometria,
y X se dice cuasi isométrico a Xo, y escribiremos X1 C-I Xos.

Proposicion 4.2. Si R, S, T y W son espacios métricos tales que R estd C-I em-
bebido en S y T esta C-1 embebido en W, entonces R x T estd C-I embebido en
SxW.

Demostracion. Como R esta C-I embebido en S y T estd C-I embebido en W,
existen « : R — Sy 8:T — W,y existen constantes Aj, Ao > 1, €1,e2 > 0, tales
que:

para todo x,y € S,

Aildw,y) — &1 < ds(afx),a(y)) < Mdr(w,y) +e1; (1)

y para todo s,t € T,

/\iQdT(S,t) —e9 < dw(ﬁ(s),ﬁ(t)) < )\ng(S,t) + 9. (2)

Ahora, sea ¢ : Rx T — S x W, definida para todo (v,w) € R x T por ¢(v,w) =
(a(v), B(w)). Luego, para todo (z,y), (v,w) € R x T tenemos que

dsxw (p(x,y), p(v,w)) = dsxw ((a(z), B(y)), (a(v), B(w)))
= ds(a(z), a(v)) + dw (B(y), B(w))

S AldR(x7’U) +e1+ )\QdT(y7w) + €2. (3)
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Sean A = méx{A1, A2} y € = €1 + €2. Entonces la ecuacion (3) se transforma en

dsxw (o(z,y), p(v,w)) < Mdr(z,v) + dr(y, w)] + ¢

= )\deT((Ivy)v (vv w)) te. (4)

Ademas,

)\idR(x,v) —e1 < ds(a(z),a(v))

1
y
)\idT(y,w) —e2 <dw(B(y), B(w)),

2

por lo que

() + dr(yw) = (61 + ) < ds(a(e),a(0)) +dw(3), Bw))
1 2

y como A > Aq, Ao, entonces

Sn(e,0) + 3y, w) — = < dsar(a(2), 5), (a(v), 5(w).

es decir,

1

XdRXT((x7 y)7 (’Ua w)) —e< dSXW(SD(:I’.7 y)7 SD(U’ w)) (5)
De las ecuaciones (4) y (5) se sigue que R x T estd C-1 embebido en S x W. W

Lema 4.3. Todo grupo finitamente generado es un espacio métrico, bien definido
salvo cuast isometrias.

Demostracion. Sea G un grupo con conjunto generador (finito) A. Sea d4 : G X
G — R definida para todo g1, g2 en G por

da(g1,92) = min{n >0 | grlge = a5'a5? - - aS"; a; € A; &; € {£1}}.

n

Afirmamos que d4 es una métrica. En efecto:

i) De la definicion de d4, es claro que para todo g1,g2 en G, da(g1,92) > 0,
y que da(g1,92) = 0 siy solo si gflgz =1, lo que a su vez equivale a que
g1 = 92.

i1) Para todo g1,¢92 € G,
da(gr,g2) = min{n > 0] gy 'g2 = af'a3? -~ ai'; a; € A; & € {£1}}.

Sea da(g1,92) = m; entonces gy 'ga = w con l(w) = n, y de aqui que
g1 = gow™! con [(w™t) = n, es decir g;lgl =®wconw=w'yl(®)=n.
Por tanto da(g2,91) = n. En consecuencia, da(g1, g92) = da(g2,91).
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iii) Sean g1, 92,93 € G. Si da(g1,92) = p, da(g2,93) = g, entonces go = g1w con
l(w) =py gs = gow con (W) = q. Luego, g3 = g2 = (qrw)w = g1 (wd)
con [(ww) < l(w) 4+ (W) = p+ ¢. Por tanto,

da(91,93) < l(ww) < p+q=da(gr,g2) +dal(ge, g3)-

Asi que d4 es una métrica 'y (G,d4) es un espacio métrico.

Veamos ahora que la clase de cuasi isometrias de (G,d4) es independiente de la
eleccion de A. En efecto:

Sean Aj, As dos conjuntos generadores (finitos) de G. Veamos que (G, dy,) es C-I
a (G,da,). En efecto, tomemos la identidad id : (G,da,) — (G, da,). Ademas,
sean A1 = méax{da,(a1,1) | a1 € A1}, A2 = méx{da, (az,1) | ag € Az} y sea
A = méax{A;, A2}; entonces A > 1. Sean g1, 92 € (G, da,). Tenemos los siguientes
dos casos:

Caso 1) Si g1 = g2, tomando € = 0 se tiene que

1

)\dAl (91,92) —€ =0 =da,(id(g1),id(g2)) < Ada, (91,92) + €.

Caso i) Si g1 # g2, entonces gl_lgg # 1, por lo que d4, (gl_lgg, 1) = l(gl_lgg) >1
y dAz(gflgg,l) > 1. Ademas, como gflgz € Gy Ap, As generan a G, entonces
gl_lgg = wiwe - Wy Y gl_lgg = UjUg -+ Uy con w; € Ay, u; € Ay para todo iy
m,n > 1. Entonces:

da,(id(g1),id(g2)) = day(91,92) = da, (g7 g2, 1) = da,(wiws - -~ wy, 1)
<da,(wi, 1) + -+ da, (wn, 1)
<A+ 4N (n veces)
=\n
= Mda, (91 '92,1)
= A1da, (91, 92)
< Ada, (91,92), (6)
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y
da, (91, 92) = da, (id(g1),id(g2)) = da, (g7 "g2,1) = da, (urug - - U, 1)
<dg,(u1,1) + -+ da, (um, 1)
<Ag+ -+ Ao (m veces)
= X\oam
= Aada, (97 ' g2, 1)
= Aoda, (91, 92)
< Ada, (91, 92)
= Ada, (id(g1),1d(g2))- (7)
De donde )
XdAl (91, 92) < da,(id(g1),id(g2)). (8)

De las desigualdades (6) y (8), y tomando ¢ = 0, tenemos que

1 . .
XdAl (91,92) — € < da,(id(g1),1d(g2)) < Ada,(91,92) +&.
De los dos casos anteriores se sigue que (G, d4,) esta embebido cuasi isométrica-
mente en (G, da,).

De otra parte, dado h € (G, d4,), sea g := h; entonces g € (G,da,) y

dAg(id(g)vh) = dAz(gvh) = dA2(gag) =0<1

Tomando C = 1 se sigue que para todo h € (G, da,), existe g € (G, d4,) tal que
da,(d(g),h) < C. Por tanto (G,dga,) es C-I a (G,d4,). t4

Proposicion 4.4. Sean G1 y G grupos con conjuntos generadores finitos Ay y Ao,
respectivamente. Si G1 es C-I a Gy y Gy tiene una presentacion finita (As | Ra),
entonces G1 tiene una presentacion finita (Ay | Ry).

Demostracion. Ver [1, p. 143]. t4

5. Conclusiones

En este articulo se hizo una breve introduccién a la teoria geométrica de grupos
considerada como una nueva area de las matematicas a partir de la década de 1980.
La discusion se centrd en construir a partir de un grupo finitamente presentado su
grafo de Cayley, el cual se puede dotar de una estructura de espacio métrico con
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la métrica de la palabra, y posteriormente, visto como espacio topoldgico, estu-
diar propiedades que puedan ser traducidas en propiedades algebraicas del grupo
del que se parti6. Por ejemplo, finitud del grupo, finitud de una presentacion,
existencia de subgrupos con ciertas caracteristicas, entre otras. Detalles de estas
relaciones pueden estudiarse en [2] y [3].
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